PIMAS Capitulo Il: Angulos

CAPITULO II: Angulos

Ejercicio Introductorio:

Sebastian gusta de volar papalotes en el parque de la comunidad.

Asi que decidié construir uno por su cuenta, similar al de la figura.

El modelo lo tomé sabiendo que ELE y observo que los
angulos que se formaban cumplian algunas relaciones. Con base

en los angulos sefnalados con numeros:

1. Encuentre dos parejas de angulos que sumen 90°.

2. Encuentre cuatro parejas de angulos que sumen 180°.
Encuentre dos angulos que midan mas de 90°.

Encuentre seis angulos que midan menos de 90°.

Encuentre un angulo que mida igual que (8)

o o ©

Encuentre un angulo que mida igual que (7)

En nuestra vida cotidiana estamos rodeados de angulos. A pesar de ser un concepto muy intuitivo, necesitamos una

definicion formal:

Un angulo es la unién de dos rayos! con el mismo punto frontera (llamado vértice del

angulo).

Un angulo se denota describiendo los rayos que lo forman; siempre escribiendo el

vértice en el centro. Ademas, se puede denotar por letras minusculas del alfabeto

griego o por el vértice, siempre y cuando no se preste a confusion: en el ejemplo,
tenemos LZABC, Zo, ZB.

Medir un angulo significa compararlo con algun patron establecido. Existen

diferentes patrones para realizar esta comparacion.

10

El patron mas utilizado en geometria es el de los grados sexagesimales que
se obtienen al dividir una circunferencia en 360 partes. Un angulo de medida 1°
es aquel con vértice en el centro de la circunferencia de manera que los rayos

que lo forman pasan por divisiones consecutivas.

La medida del angulo ZABC se denota mZABC .

! En muchos contextos, en la definicion se utiliza que los rayos no sean colineales. Esto imposibilita que existan los 4ngulos llanos
y nulos que veremos mas adelante. En el enfoque que se utiliza en este texto, podemos permitirlo.
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PIMAS Capitulo Il: Angulos

A. Clasificacion de angulos segun su medida

Los angulos se clasifican tipicamente segin su medida o segun su posicion.

En los ejercicios introductorios partimos del conocimiento de un angulo recto, visto como en el

B
angulo que forman dos rectas perpendiculares y de medida 90°. En la figura, mZBCD =90°. D
Otros dos tipos de angulos son los que vemos formados en una linea. Es decir, formados como o
rayos colineales. La diferencia entre ellos consiste en la orientacion de sus rayos.
Angulo nulo Su medida es 0° Angulo llano Su medida es 180°
. — - /’\
-
5 4 & F £
. — N°
En la figura, mZABC =0 En la figura, mZOPQ = 180°
A partir de estos, tenemos la siguiente clasificacion de angulos por su medida:
CONCEPTO DEFINICION EJEMPLO OBSERVACIONES
E . A
s mayor a un angulo .
) En la figura,
Angulo agudo nulo, pero menor que
B 0°<m”LABC <90°
uno recto.
'
Es mayor a un angulo 7 En la figura,
Angulo obtuso recto, pero menor que
uno llano. A 90° <mLFED <180°
D
. Son dos o mas angulos A NOTACION:
Angulos D )
que tienen la misma Si méABC =m/DEF , se denota:
congruentes .
medida. E ZABC = /DEF
C
B
F

En la figura,

mZABC +m/ZDEF =90°

Son dos o méas dngulos

Angulos .
cuyas medidas suman Se dice que O y B son complementarios,
complementarios o A
90°. o que O es el complemento de B o
viceversa.
En la figura,
i Son dos o mas angulos mZABC +m£DEF =180°
Angulos )
cuyas medidas suman Si . y B son suplementarios se puede
suplementarios

180°.

decir que Ol es el suplemento de B o

viceversa.
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Ejercicio A.

| PARTE: Nombre los puntos y angulos adecuadamente. llustre mediante un dibujo el concepto geométrico.

(1) ZOPQ (2) 24 3) Lo (4) LABC = ZJKL

Il PARTE: Con base en la figura, y utilizando unicamente los puntos sefialados, complete las siguientes oraciones.
(Las preguntas que tienen respuesta Unica estan sefialadas con *).

o F
60°
E
1. *Lamedidade ZAOF es: . 9. *Un angulo de medida 140° es:
2. *Eléangulo ZCOD es un angulo: . 10. *Los puntos D,0 y F son:
3. Unangulo llano es: : 11. * Los puntos C,E y F son:
4. Unangulo nulo es: ’ 12. * Un punto que pertenece al interior del ZDOB es:
5. Eléangulo LCDA es un angulo obtuso.
13. Tres puntos que pertenecen al exterior del ZCOA es:
(¢, Cual sera la otra respuesta?)
6. * Los angulos £ZCOB y ZDOE 14. Dibuje un punto G, tal que mZFOG=30° y G
son. . pertenece al interior del ZFOE .
7. * Los angues __y ZDOE son 15. * Entonces, el angulo ZGOE es un angulo:
suplementarios.
8. * Dos angulos congruentes son: y
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B. Clasificacion de angulos segun su posicion

En la siguiente tabla establecemos definiciones y conceptos importantes:

CONCEPTO DEFINICION EJEMPLO
Angulos i
Angulos que comparten un lado y el vértice.
adyacentes
il
=
Angulos )
Angulos que comparten un lado, pero no el vértice.
consecutivos
Angulos que se forman en sentidos opuestos, entre dos
Angulos rectas que se intersecan.

opuestos por el

vértice 0 - .
» Angulos opuestos por el vértice son siempre
congruentes.
. Se dice que Ol y B forman un par lineal si son adyacentes
Par lineal

y suplementarios a la vez. a

Bisectriz de un
Rayo que lo divide en dos angulos congruentes.

angulo
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Ejercicio B.

| PARTE: Con base en la figura, y utilizando unicamente los puntos sefialados, complete las siguientes oraciones.
(Las preguntas que tienen respuesta Unica estan sefialadas con *).

1. Un éangulo adyacente a ZGAD es: . 7. *Los angulos y ZABC forman un par lineal.
2. Elangulo es adyacente a LEAD . 8. * Los angulos y £DCG forman un par
lineal.

3. Un angulo consecutivo a ZABC es:

9. *La bisectrizdel LFAE es el rayo

4. El angulo es consecutivoa LZHDC .
10. * Si Al es la bisectriz de ZDAE (Dibujela), entonces:

5. * El angul t | vérti

angulo es opuesto por el vértice a ML IAE — ’
ZGCD .
. o mZIAC = y

6. * Un éangulo opuesto por el vértice a ZACD es -

mZLIAB =

Il PARTE: Realice el siguiente pareo. Cada numero se utiliza exactamente una vez.

(1) Angulo de medida mayor a 90°y menor que 180° ( ) Congruentes.

(2) Angulo cuyos lados son perpendiculares ( ) Consecutivos.

(3) Dos angulos adyacentes y suplementarios a la vez ( ) Recto.

(4) Dos angulos con un vértice y un lado en comun ( ) Par lineal.

(5) Angulos que comparten un lado, pero no el vértice ( ) Adyacentes.

(6) Angulos cuyas medidas suman 180° ( ) Obtuso.

(7) Dos angulos que siempre son congruentes ( ) Suplementarios.

(8) Angulos cuyas medidas son iguales ( ) Opuestos por el vértice.
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lll PARTE: Escribir F (falso) 6 V (Verdadero) segun corresponda a la proposicion dada. Justifique su respuesta.

1. ___ Un éangulo cuya medida esta entre 0° y 180° siempre es obtuso.

2. __ Cuando dos angulos son rectos, son suplementarios.

3. ___ Cuando dos angulos son adyacentes, son complementarios.

4. _ Todo rayo en el interior de un angulo biseca a dicho angulo.

5. ___ Cuando dos angulos son consecutivos, son adyacentes.

6. _ Todo parlineal de angulos esta formado por angulos consecutivos.

7. __ Si oy sonangulos suplementarios y O es agudo, entonces 3 es obtuso.
8. __ Sitrazamos la bisectriz a un angulo llano, formamos dos angulos rectos.

9. __ Sidos angulos son suplementarios, entonces alguno de ellos es agudo.

10. _  Si m4£BAD =50° y m£BAC =25°, entonces AC es la bisectriz del ZBAD .

IV PARTE: Con base en la figura, y utilizando solamente los puntos sefnalados, determine los datos que se le

solicitan. Utilice la notacion correcta.

1. En la figura encuentre:
a) Dos angulos nulos.

b) Dos angulos agudos.

c) Cuatro angulos con certeza rectos.

2. En la figura encuentre:

a) Dos pares de lineas
perpendiculares.

b) Un par de lineas paralelas.

c) Tres lineas concurrentes.

d) Un par de lineas oblicuas.

e) Tres puntos colineales.

f) Tres puntos no colineales.
178

A B Z
d) Dos angulos obtusos. H
e) Dos parejas de angulos
adyacentes y no necesariamente
suplementarios.
f)  Un par lineal H H —
: D £ Foog
g) Dos angulos rectos. /7‘
h) Tres angulos agudos.
407
i) Tres obtusos. 5 N
iy o
j) Un angulo llano.
k) Un angulo nulo.
1) Un par lineal de O
angulos. /A D .
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PIMAS Capitulo Il: Angulos

C. Angulos entre paralelas

Ejercicio Introductorio C.

| PARTE: En la siguiente figura, encuentre utilizando el transportador la medida de cada uno de los siguientes

angulos.

o= 0= e= 5=
B= T= Y= o=
Il PARTE: Luego, determine si las proposiciones a continuacién son falsas o verdaderas.

1. $=0 6. B+1+0=180°

2. =0 7. e+1=180°

3. a+e=180° 8. B+O0=c¢

4. B+¢=90° 9. T+0=qa

5. ¢+e=180° 10.£+vy+0=360°
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» Al tener dos lineas paralelas y una que las interseca, se forman ocho dngulos, y estos cumplen relaciones
importantes que detallamos a continuacion.

De acuerdo con la siguiente figura, en la que /|| m y n no es paralela a estas, se cumple que:

) aye, Byo,
Angulos correspondientes
yy0,0yom
Relaciones de angulos
congruentes Angulos alternos externos: ay o, B y 0
Angulos alternos internos: dye,yvod

Angulos conjugados externos: | O Yy 0,pyow

Relaciones de angulos

suplementarios

Angulos conjugados internos: | y Yy €, 0 Y O

La linea n se llama transversal a las rectas paralelas [/ y m. Ademas, debemos recordar las relaciones de angulos

opuestos por el vértice (congruentes) y los angulos que forman un par lineal (angulos suplementarios).

EJEMPLO 1. En las siguientes figuras, calcule los valores de las variables.

» La idea en los ejercicios es buscar cudl de las relaciones enunciadas nos permite encontrar los valores de las
variables.
a) b) c) Si AD es bisectriz del
ZCAB
B 4
H 720 E+20
y
x+4°
D : C
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Soluciones C.

EJEMPLO 1. En las siguientes figuras, calcule los valores de las variables.

» La idea en los ejercicios es buscar cudl de las relaciones enunciadas nos permite enconfrar los valores de las

variables.

a)

Los angulos sefialados en la figura deben ser suplementarios, entonces x debe ser
180°—-105°="75°.

b) Debido a que AE I BF, tenemos que mZLFBA=78° pues es
correspondiente con ZEAG . Luego, a su vez £LFBA es correspondiente con
ZDCB en las rectas paralelas AB [l CD , por lo que x =78°. Asi, mismo como
AB [l CD, entonces, ZIDK es alterno externo con ZGAE , por lo que debe ser
suplementario a este. Se deduce que 2y =180°-78°=102°. Para que esta

relacién sea verdadera es necesario que y sea la mitad de 78°, y por tanto,

1020

y =51°.

c) Si AD es bisectriz del ZCAB

B 4
- 720 ;+20

v
x+4°

D C

L J

Como AD es bisectriz del /BAC, entonces los angulos ZCAD y /DAB son congruentes, de donde
mZLDAC =72° y z+20° debe ser lo que completa los 180° de 72°+72°=144°.

Entonces: z+20=180°-144°= z+20°=36° y z debe ser 36°—20°=16°.

Ademas, x+4° y 72° son alternos internos y, por lo tanto, congruentes.

Esto es posible Gnicamente si x =72°—4° = x = 68°.

Por ultimo, y + x +4° forma un angulo recto y, por lo tanto, y + 68°+4° debe ser 90° y, entonces y =18°.
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Ejercicio C.
I PARTE: Con respecto a la siguiente figura y a las definiciones de la pagina anterior, complete las siguientes
proposiciones:

1. Los angulos o y B son conjugados y, por lo tanto,

suplementarios.

h 2. Losangulos y y & son internos y, por lo tanto,
q 3. Losangulos o y y forman un y, por lo tanto, son:

4. Losangulos O y & son internos vy, por lo tanto,

5. Si a=125°, entonces la medida del angulo  es:

Il PARTE: Con respecto a la siguiente figura y a las definiciones de la pagina anterior, complete las siguientes
proposiciones:

1. Los angulos O y B son alternos y, por lo tanto,

2. Losangulos y y O son y, por lo tanto,

3. El angulo que forma un par lineal con 3 es

4. El angulo que es conjugado externoa ® es

5. Si a=105°, entonces la medida del angulo 3 es:

Il PARTE: En la siguiente figura, E||E7, JTF”DH, CD | FH y BE es la bisectriz del angulo /ABF .

Encuentre la medida de cada uno de los siguientes angulos:

1. O 6. O
2. B 7. O®
3. v 8. ¢
4 8 S ¢
5. 0 10. T
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IV PARTE: En cada uno de los siguientes dibujos, encuentre los valores de las variables.
1. 5.

//120'3

r

70°

k4
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o
14
N

12

42°

e

184

13.

- 30 e

] ¢

14. AD es la bisectriz de ZCAB

A B

-
-

55%

15. AB es bisectriz del /DAC

16. BD es bisectriz del ZABC .

B
Y+ 207
4
w
1\
D
o]
J 35°
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AUTOEVALUACION Angulos

| PARTE: Seleccidn Unica

1) Considere las siguientes proposiciones:

i) Si oy p forman un par lineal, entonces o y B son
complementarios.

ii) Si AB 1 FC, entonces el ZCAB es recto.

De ellas son verdaderas:

A) Sololai).
B) Solo laii).
C) Ambas.

D) Ninguna.

2) Analice las siguientes proposiciones:

i) Sim£4<90°y msZB<90° entonces L4 y ZB son
complementarios.
ii) Si mZC=85°y m£D =95° entonces el ZC vy el

ZD son suplementarios.

De ellas, ¢ cuales son verdaderas?

A) Sololal.
B) Sololall.
C) Ambas.

D) Ninguna.

3) Con base en los datos de la figura, dos angulos

congruentes son:

(e /o)
b/

A) oyp
B) ayy
C) Byyvy
D) ay?d

4) ;Cudl de las siguientes notaciones expresa
INCORRECTAMENTE el concepto geométrico descrito?

A) AB : Recta que pasa por los puntos 4 y B .
B) MN L1 JK: La recta que pasa por los puntos M y N

es perpendicular a la recta que pasa por los puntos J y K .

C) ZOPQ : angulo formado por los rayos OP y @
D) WH JK : La recta que pasa por los puntos M y N

es paralela a la recta que pasa por los puntos J y K .

5) De acuerdo con los datos de la figura, si / ||,,

entonces ¢ cual es la medida del £Z4BC ?

| 100°
A fi0®
Bl
-
£ £2
A)  60°
B) 30°
C) 40°
D) 50°

6) De acuerdo con los datos de la figura, si AC es
bisectriz del Z/BAD,y mZ/BAD = 40°, entonces la medida
del ZEAB es:

B
L C
£ A\\

I

L 4

E-4-C
A)  80°
B) 160°
C) 140°
D) 120°
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7) Si LA y ZB son agudos, ZC y ZD son obtusos,
entonces con certeza se cumple que:

A) mLA+mZB<90°

B) msZD+m/B>90°

C) mLA+mZC <180°

D) mZC+m«sD <180°

8) De acuerdo con los datos de la figura, si n||m con

certeza un angulo congruente con ZABC es:

c

e}
ir]
b C2

A) ZCBD
B) ZABF
C) ZEFH
D) ZHFG

9) Si dos angulos son congruentes y complementarios, con
certeza se cumple que:

A) ambos son rectos.

B) ambos son agudos.

C) ambos son obtusos.

D) uno es agudo y otro obtuso.

10) De acuerdo con los datos de la figura, si ME es

bisectriz de ZBMC , entonces, la medida del £ AME es:

A)  80°
B) 130°
c) 100°
D) 140°

11) De acuerdo con los datos de la figura, si Zx, £y son

complementarios, entonces con certeza se cumple:

@{'
»

> >

'

A mLy+msx<mZz
B) mtx<mZy

C) mtx=msy

D) mZz+mZy=180°

12) De acuerdo con los datos de la figura, si /, || /,, ¢,cudl es

el valor x ?

A

A)  140°
B) 100°
c) 80°
D) 60°

13) De acuerdo con los datos de la figura, si MN es

bisectriz del ZQMP, siendo ZQMN 'y ZNMP

complementarios, entonces, la medida del ZSMN es:

1 O
N
s M P
A) 135°
B) 115°
c) 90°
D) 45°
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14) Analice las siguientes proposiciones:

i)  Dos angulos complementarios son agudos.

ii) Dos angulos suplementarios son congruentes.

De ellas, con certeza, ¢ cuales son VERDADERAS?

A) Ambas.

B) Ninguna.
C) Sololal.
D) Sololall.

15) Si Z4 y 4B son complementarios y no nulos,

entonces con certeza se cumple que:

A)  m/A=45°
B) mZA=90°
C) mZB<90°

D) mZA<msB

16) De acuerdo con los datos de la figura, si m||n,

entonces ¢ cual es el valor o ?

(52

A)  36°
B) 54°
c) 72°
D) 144°

17) De acuerdo con los datos de la figura, si [ ||1,,

entonces m/ZFBC es:

. 2/ st
D

n 45°

&

500 /S F

'
A}'

v

g

A)  45°
B) 50°
C) 65°
D) 85°

18) De acuerdo con los datos de la figura, un &angulo

complementario con el ZECF es:

&
v

A C F
A-C-F
A) ZDCE
B) ZBCD
C) LZACB
D) ZACE

19) ;Cuales de las siguientes propiedades son siempre
verdaderas?

i) El suplemento de un angulo agudo es un angulo
obtuso.

ii) El complemento de un angulo agudo es un &ngulo
obtuso.

iii) El suplemento de un angulo recto es un angulo recto.

A) Todas.
B) Ninguna.
C) lyl.

D) 1yl
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20) De acuerdo con los datos de la figura, si 7, ||/, y EB 21) De acuerdo con los datos de la figura, se cumple que:
es bisectriz del ZAEC , entonces la mZFDE es:
p C
B
o
n D
gy
E
F

A)  30° A)
B) 60° B)
C) 120°

C)
D) 150°

D)

Il PARTE: En la figura, ZEAB es llanoy ZFAC es recto.

Entonces, complete correctamente:

1. La medida del ZEAF es:

2. Los angulos ZCAB y ZFAE son:

3. Los angulos /BAF y ZFAE son:

4. Si Al es labisectrizdel Z/FAC , entonces m/IAB =

Il PARTE: Resuelva los siguientes problemas

MF es la bisectriz del ZAME .
MB es la bisectriz del ZAMC .
ME es la bisectriz del Z/FMD .
MC es la bisectriz del ZBMD .

1. Sidos angulos son suplementarios y uno mide 110°, ;cuanto mide el otro?

2. Sidos angulos son complementarios y uno mide 48°, ¢ cuanto mide el otro?

3. ;Cuanto mide el complemento de 54°?

4. ;Cuanto mide el suplemento de 70° ?

5. ¢Cuanto mide el suplemento del complemento de 28° ?

6. Si dos angulos son complementarios y el mayor mide el doble del menor, entonces: ;Cual es la medida de los angulos?

7. Exprese en términos de o su complemento y su suplemento.

8. El suplemento de un angulo es igual al doble del complemento. ¢ Cuanto mide el angulo?

9. Si el suplemento del complemento de un angulo es igual al doble del angulo aumentado en 20° . ; Cuanto mide el angulo?
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